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Podatki o genski izrazˇenosti rakavega tkiva imajo napovedno vrednost pri
napovedovanju bolnikovega klinicˇnega izida. Na podrocˇju rakavih bolezni
je pomembno ugotavljanje podkategorije v posamezni kategoriji raka. V
magistrski nalogi smo se za resˇevanje tega problema odlocˇili za implemen-
tacijo algoritmov, ki temeljijo na racˇunski topologiji. Cilj naloge je, da z
racˇunanjem vztrajne homologije na podatkih o genski izrazˇenosti rakavega
tkiva ugotovimo nove podskupine ter poskusimo napovedovati prezˇivetje bol-
nikov v skupinah. Podatki, ki smo jih analizirali, izhajajo iz podatkovne
zbirke mednarodnega konzorcija za genske raziskave raka ICGC. Na ome-
njenih podatkih smo gradili simplicialne komplekse pri razlicˇnih resolucijah
z uporabo algoritma Vietoris-Rips. Nato smo racˇunali vztrajno homologijo
in izrisovali vztrajne diagrame. Z namenom, da cˇim bolj natancˇno locˇimo
podkategorije raka, smo razvili metodo za racˇunanje intervala zaupanja na
vztrajnih diagramih. Na ta nacˇin smo uspesˇno odkrili nekaj novih podsku-
pin ter napovedali klinicˇni izid bolnikov. Uspeh metod smo ovrednotili na
podatkih z vecˇ razlicˇnimi tipi raka ter rezultate uspesˇno primerjali z drugimi
metodami nenadzorovanega ucˇenja.
Kljucˇne besede: topologija, topolosˇka analiza podatkov, simplicialni kom-
pleks, Vietoris-Rips, rak, klasifikacijske metode, krivulja prezˇivetja.

Abstract
Title: Topological Approach to Analyses of Omics Data
Genes expression is often a good indicator for prediction of patient’s clin-
ical results. In diseases such as cancer is inevitable to identify subcategories
of phenotype. The goal of the thesis is to use persistent homology on cancer
tissue gene expression to identify new subgroups and try to predict the sur-
vival of patients in corresponding groups. The data was obtained from the
International Consortium for Cancer Research. Simplicial complexes were
built for different resolutions using Vietoris-Rips algorithm. We counted the
persistent homology and draw persistent diagrams. A method for calculating
confidence interval on persistent diagrams was developed to precisely divide
cancer subcategories. This method gave us promising results by discovering
new subcategories and was accurate in prediction of patient clinical results.
Results were obtained on data of different cancer types and compared with
several unsupervised learning methods.
Keywords: topology, topological data analysis, simplicial complex, Vietoris-




Navkljub razvoju medicinske znanosti, ki je v nekaj zadnjih desetletjih nare-
dila velik napredek v razumevanju bolezni raka, je smrtnost zaradi te bolezni
sˇe vedno visoka [24, 10]. Ena od kljucˇnih stvari v napovedovanju bolnikovega
klinicˇnega izida je odkrivanje podtipov v posameznem tipu raka. Razvrstitev
raka samo na podlagi morfolosˇkih karakteristik se je izkazala kot nezanesljiva.
Pojav genomskih tehnologij, kamor spadajo tudi mikromrezˇe, je odprl
novo poglavje v analizi te krute bolezni. Mikromrezˇe hkratno spremljajo
izrazˇanja vecˇ tisocˇ genov [23]. Pridobljeni podatki so zelo kompleksni za
analizo, ker vsebujejo veliko sˇuma. Do sedaj uporabljane klasifikacijske me-
tode so se izkazale kot dokaj uspesˇne, vendar pri nekaterih vrstah raka te
metode ne locˇijo dovolj dobro posameznih podtipov [15]. Na primer, klinicˇni
rezultati tumorjev, ki so razvrsˇcˇeni kot rak limfe (ang. Diffuse Large B-cell
Lymphoma DLBCL), so zelo spremenljivi, kar kazˇe, da obstaja vecˇ podtipov
tega tipa raka [3]. Zˇelimo namrecˇ poiskati skupine, ki so cˇim bolj locˇene druga
od druge, hkrati pa v njih razkriti podskupine, za katere bomo napovedovali
klinicˇne izide.
V magistrski nalogi smo k resˇevanju tega problema pristopili z algoritmi,
ki temeljijo na algebrski topologiji. Podatke o genski izrazˇenosti smo pridobili
iz podatkovne zbirke Mednarodnega konzorcija za genske raziskave raka (ang.
The International Cancer Genome Consortium ICGC ). Podatkovna zbirka
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je uvrsˇcˇena v trenutno najbolj aktualne in do sedaj sˇe ni bila analizirana z
uporabo topolosˇkih metod.
Topolosˇka analiza podatkov se je kot relativno nov pristop k analizi podat-
kov v zadnjem cˇasu izkazala za zelo uspesˇno v analizi kompleksnih biolosˇkih
podatkov [2]. Najbolj znana je uporaba metode Mapper v delu M. Nicolau
in ostalih [17] pri analizi napovedovanja bolezni raka prsi. Alpha kompleksov
in Delaunayeve triangulacije uspesˇno dolocˇajo mesta interakcije med belja-
kovinami [26]. L. Seemann in soavtorji [18] z uporabo vztrajne homologije
napovedujejo tipe raka na podlagi genske ekspresije majhne mnozˇice genov.
L. Li in soavtorji [13] topolosˇkom analizom podobnosti bolnikov identificirajo
podtipe diabetesa tipa dve.
Magistrska naloga temelji na kombinaciji aktualnih algoritmov racˇunske
topologije ter drugih algoritmov za vrednotenje rezultatov nenadzorovanega
ucˇenja. V zacˇetni fazi za izgradnjo simplicialnih kompleksov uporabljamo
algoritem Vietoris-Rips. Pri razlicˇnih resolucijah nato racˇunamo vztrajno
homologijo, katera uspesˇno obravnava sˇum v podatkih in razvrsti podatke
v skupine. Uporabom metode za racˇunanje intervala zaupanja na vztrajnih
diagramih zanemarimo topolosˇke znacˇilnosti kratke zˇivljenjske dobe (sˇum).
Simplekse dimenzije nicˇ, ki gradijo topolosˇke znacˇilnosti z vecˇjim cˇasom
prezˇivetja, predlagamo kot potencialne grucˇe bolnikov. Uspesˇnost rezul-
tata preverjamo metodom
”
Silhouette“ ter napovedujemo prezˇivetje bolnikov
racˇunanjem Kaplan-Meierjevih krivulj.
Nasˇtete metode so implementirane v programskem jeziku Python. Za
obdelavo matrik smo uporabili knjizˇnice numpy in scipy, za vrednotenje grucˇ
knjizˇnico scikit-learn ter knjizˇnico lifelines za napovedovanje prezˇivetja
bolnikov. Slike so izrisovane v spletnem orodju Goegebra.
V nalogi najprej na kratko predstavimo topolosˇke pristope k analizi bio-
losˇkih podatkov. Nato opiˇsemo gradnjo simplicialnega kompleksa z uporabo
algoritma Vietoris-Rips ter racˇunanja vztrajne homologije. V nadaljevanju
predstavimo metodo za analizo vztrajnih diagramov, ki smo jih uporabljali
v sklopu magistrske naloge. V zadnjem poglavju porocˇamo o rezultatih in
3uspesˇnosti napovedovanja klinicˇnega izida bolnikov ter primerjavi z drugimi




Topolosˇki pristopi v analizi
podatkov
Topolosˇki pristop k analizi podatkov je razmeroma novo podrocˇje, ki se raz-
teza cˇez vecˇ disciplin, vkljucˇno s topologijo, racˇunsko geometrijo, statistiko
in strojnim ucˇenjem. Zasnovano je na narasˇcˇajocˇi mnozˇici ucˇinkovitih algo-
ritmov, ki zagotavljajo vpogled v ,,obliko“ podatkov. Topolosˇka analiza po-
datkov (ang. Topological Data Analysis TDA) se je izkazala kot zelo uspesˇna
v odkrivanju informacij pri visoko dimenzionalnih podatkih [5]. V primerjavi
z drugimi metodami (kot je recimo PCA), ki poskusˇajo zmanjˇsati dimenzio-
nalnost podatkov, TDA omogocˇa analizo v polni dimenziji ter brez izgube
pomembnih informacij.
2.1 Topolosˇka analiza podatkov
Kljucˇne prednosti uporabe topolosˇkih metod so brezkoordinatni opis podat-
kov v prostoru, robustnost v prisotnosti sˇuma in invariantnost glede na vrsto
transformacij. Homolosˇka analiza podatkov omogocˇa odkrivanje topolosˇkih
znacˇilnosti, ki temeljijo na povezanosti. To so cikli, luknje, tuneli in druge
visoko dimenzionalne oblike, ki jih ni mogocˇe zaznati s tradicionalnimi me-
todami, kot je grucˇenje. Sledenje zˇivljenjski dobi topolosˇkih znacˇilnosti za-
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gotavlja, da izberemo signifikantne ,,oblike“, medtem ko zanemarimo sˇum.
Zaradi sˇtevilnih prednosti je topolosˇka analiza podatkov nasˇla sˇiroko upo-
rabo v razlicˇnih podrocˇjih. Topolosˇki modeli, kot so Alpha oblike, Delauna-
yeva triangulacija in algoritmi za njihovo analizo, se zˇe nekaj let uspesˇno
uporabljajo tudi za resˇevanje problemov s podrocˇja bioinformatike. Izkazali
so se za zelo uspesˇne v dolocˇanju interakcije med beljakovinami. Navedene
metode niso samo robustne tehnike za rekonstrukcijo interakcij beljakovin,
temvecˇ se uporabljajo tudi za opisovanje interakcijskih tocˇk [26].
V raziskavi napredovanja bolezni raka je bila uspesˇno uporabljena to-
polosˇka metoda Mapper za analizo in vizualizacijo podatkovnih nizov visoke
dimenzije. Ti so pokazali, da topolosˇka analiza podatkov omogocˇa pogled
na podatke, ki je bolj enostaven za razumevanje, ter da so topolosˇki opisi
podatkov v sˇibki povezavi z biolosˇkimi opisi [17].
2.2 Algoritem Vietoris–Rips
Podatke predstavimo kot tocˇke prostora Rn, kjer blizˇnje tocˇke, ki ustrezajo
podobnim podatkom, med seboj povezˇemo v strukturo imenovano simplici-
alni kompleks. Topolosˇka analiza opiˇse ,,obliko“ tega prostora z iskanjem po-
vezanih komponent, lukenj, tunelov in drugih vecˇdimenzionalnih znacˇilnosti
v prostoru. V nadaljevanju navajamo definicijo Edelsbrunnerja in Harerja [5]:
Definicija 2.1 Konveksno ovojnico k+1 afino neodvisnih tocˇk S = {v0,v1,...,vk}
imenujemo (geometrijski) k-simpleks, kjer k oznacˇuje dimenzijo simple-
ksa. Pri tem so tocˇke v0, v1, . . . , vk ∈ Rn afino neodvisne, cˇe ne obstajajo
taka nenicˇelna sˇtevila α0, . . . , αk z vsoto
∑k
i=0 αi = 0, da je
∑k
i=0 αkvk = 0.
Iz definicije je razvidno, da so simpleksi dimenzije 0 tocˇke, dimenzije 1
povezave, dimenzije 2 trikotniki in tako naprej (slika 2.1).
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Slika 2.1: Orientirani k-simpleksi.
Definicija 2.2 Koncˇna druzˇina K simpleksov je (geometrijski) simplicialni
kompleks, cˇe zadosˇcˇa spodnjim zahtevam:
1. σ ∈ K, τ ≤ σ =⇒ τ ∈ K,
2. σ1, σ2 ∈ K =⇒ σ1 ∩ σ2 ∈ K.
Na primer, cˇe trikotnik △abc pripada mnozˇici K, potem morajo biti vse
povezave ab, bc, ca in vozliˇscˇa a, b in c iz K. Druga lastnost pa nam pove, da
sta dva k-simpleksa locˇena, ali pa je njihovo presecˇiˇscˇe nizˇje dimenzionalni
simpleks, ki pripada simplicialnemu kompleksu K.
Simplicialni kompleks je topolosˇki prostor, zgrajen z ,,lepljenjem” tocˇk,
daljic, trikotnikov in simpleksov viˇsje dimenzije. Primer simplicialnega kom-
pleksa je prikazan na sliki 2.2.
Geometrijski simplicialni kompleks je geometrijska realizacija abstrak-
tnega simplicialnega kompleksa.
Trditev 2.1 Abstraktni simplicialni kompleks dimezije k je mogocˇe geome-
trijsko realizirati v prostoru R2k+1.
Edelsbrunner in Harer [5] definirata abstraktni simplicialni kompleks na
naslednji nacˇin:
8 POGLAVJE 2. TOPOLOSˇKI PRISTOPI V ANALIZI PODATKOV
Definicija 2.3 Abstraktni simplicialni kompleks je druzˇina taksˇnih koncˇnih
mnozˇic A, da cˇe je α ∈ A in β ⊆ α =⇒ β ∈ A. Mnozˇice, ki pripadajo A,
imenujemo abstraktni simpleksi.
Slika 2.2: Simplicialni kompleks. Modre tocˇke predstavljajo simplekse di-
menzije 0, cˇrne povezave so simpleksi dimenzije 1. S svetlo rdecˇo in temno
rdecˇo barvo so prikazani simpleksi dimenzije 2 in 3, respektivno.
V magistrskem delu smo za izgradnjo simplicialnega kompleksa z ogliˇscˇi
v dani mnozˇici tocˇk uporabljali tako imenovani Vietoris-Ripsov kompleks.
Le-ta je primer abstraktnega simplicialnega kompleksa.
V Vietoris-Ripsovem pristopu na zacˇetku dolocˇimo parameter ε > 0, ki
je parameter blizˇine (ang. proximity parameter). Nato simplicialni kom-
pleks Kε gradimo na naslednji nacˇin. V Kε je vsaka mnozˇica k + 1 tocˇk
metricˇnega prostora M k-simplex, cˇe je razdalja med tocˇkami manj kot ε.
Tako 0-simplekse predstavljajo same tocˇke. 1-simpleksi so vse povezave med
tocˇkami, pri katerih je razdalja manjˇsa kot ε. 2-simpleksi tvorijo vsi triko-
tniki, kadar so pari tocˇk v trikotniku med seboj oddaljeni za manj kot ε.
3-simpleksi (tetraedri) nastanejo, cˇe so sˇtiri tocˇke znotraj ε paroma druga do
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druge (slika 2.3).
Slika 2.3: Simplicialni kompleks, zgrajen z uporabo Vietoris-Ripsovega algo-
ritma. Okoli vsake tocˇke je narisan krog radija ε. Cˇe se dva kroga sekata,
pomeni, da so pripadajocˇe tocˇke paroma oddaljene za manj kot ε.
2.3 Vztrajna homologija
Homologija je nacˇin za odkrivanje k-dimenzionalnih lukenj v simplicialnem
kompleksu. Predstavljajmo si, da imamo simplicialni kompleks K dimenzije
k. Ustvarimo lahko abstraktni vektorski prostor Ck, z bazo, ki jih sesta-
vljajo mnozˇice k-simpleksov iz K tako, da je dimenzija Ck enaka sˇtevilu
k-simpleksov. Elementi tega vektorskega prostora se imenujejo k-verige. K-





kjer je ai koeficient, ki bo v tem delu iz obsega Z2 (torej 0 ali 1). Za racˇunanje
homologije je nujno definirati sˇe rob k-simpleksa [28].
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Rob k-simpleksa σ = [υ0,υ1, . . . ,υk] je unija (k − 1)-simpleksov τ ⊂ σ.
Algebrajsko opiˇsemo operacijo, ki simpleksom priredii njihov rob, tako, da
za vsako naravno sˇtevilo k definiramo linearno preslikavo ∂k : Ck → Ck−1, ki
k-simpleksu σ priredi (k − 1)-verigo:
∂k([υ0, ..., υi, ..., υk]) =
k∑
i=0
(−1)i[υ0, ..., υˆi, ..., υk], (2.2)
kjer vˆi oznacˇuje, da smo ogliˇscˇe vi izpustili.
Na primer:
∂0([υ0, υ1, υ2]) = [υ1, υ2]− [υ0, υ2] + [υ0, υ1]. (2.3)
Tu [υ0,υ1,υ2] predstavlja trikotnik (simpleks dimenzije 2) in [υ1,υ2], [υ0,υ2],
[υ0,υ1] orientirane povezave (simplekse dimenzije 1), ki tvorijo njegov rob.
Vetorski prostori Ck so v posebnem primeru tudi grupe, robne preslikave
∂k pa so homomorfizmi grup. Poleg grup Ck sta za nas pomembni sˇe dve
druzˇini grup:
1. grupa k-ciklov Zk(K) = ker ∂k: Ck → Ck−1,
2. grupa k-robov Bk(K) = im ∂k+1: Ck+1 → Ck.
Za robni homomorfizem velja, da je ∂k−1 ◦ ∂k = 0, zato je Bk ⊂ Zk za




(−1)i[υ0, ..., υˆi, ..., υk] =
k∑
j<i
(−1)i(−1)j[υ0, ..., υˆj, ..., υˆi, ..., υk]+
k∑
j>i
(−1)i(−1)j−1[υ0, ..., υˆi, ..., υˆj, ..., υk] = 0,
(2.4)
saj v vsaki od obeh vsot isti simpleks nastopi z nasprotnim predznakom.
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Pokazˇimo sˇe na primeru trikotnika:
∂1 ◦ ∂2 ([υ0, υ1, υ2]) = ∂1([υ1, υ2]) - ∂1([υ0, υ2]) + ∂1([υ0, υ1]) = [υ2] - [υ1]
- [υ2] + [υ0] + [υ1] - [υ0] = 0.
Pri drugem pogoju sledi, da je Bk podprostor prostora Zk. Ck je vektorski
prostor vseh k-verig v simplicialnem kompleksu K, Zk je podprostor prostora
Ck, ki sestoji iz k-verig, katere so tudi k-cikli, in Bk je podprostor prostora
Zk, sestavljenega iz k-ciklov, ki so tudi k-robovi (slika 2.4).
Slika 2.4: Robni homomorfizem (povzeto iz [9]).
K-ta homolosˇka grupa simplicialnega kompleksaK (pravzaprav verizˇnega
kompleksa C(K)) je kvocientna grupa grupe ciklov Zk(K) po podgrupi robov
Bk(K). Definicije kvocientne grupe tu ne navajamo, saj presega okvire tega
magistrskega dela, podroben opis konstrukcije homoloskih grup najdemo v





Element homolosˇke grupe (homolosˇki razred) je torej cel ekvivalencˇni ra-
zred ciklov in ga lahko predstavimo s poljubnim ciklom iz njegovega ekviva-
lencˇnega razreda. Tako je tudi Hk vektorski prostor, dimenzijo tega prostora
pa imenujemo k-to Bettijevo sˇtevilo simplicialnega kompleksa K: βk(K) =
rang Hk(K). Velja:
βk(K) = rangZk(K)− rangBk(K). (2.6)
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Topolosˇko gledano nam Bettijevo sˇtevilo daje opis oblike simplicialnega
kompleksa. Torej, Bettijevo sˇtevilo dimenizije 0, ki je kljucˇnega pomena za
nasˇo analizo, nam pove sˇtevilo povezanih komponent. Bettijevo sˇtevilo di-
menzije 1 pomeni sˇtevilo tunelov, Bettijevo sˇtevilo 2 sˇtevilo 2-dimenzionalnih
votlin in tako dalje. Oblika simplicialnega kompleksa se lahko opiˇse z zapo-
redjem Bettijevih sˇtevil.
Vztrajna homologija je metoda za izracˇun topolosˇkih znacˇilnosti prostora
v razlicˇnih prostorskih resolucijah. Filtracija simplicialnega kompleksa K je
zaporedje simplicialnih podkompleksov:
∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K. (2.7)
V nasˇem primeru so Ki simplicialni kompleksi, ki jih dobimo pri razlicˇnih
resolucijah z Vietoris–Ripsovim algoritmom. Razlicˇne nivoje filtracije dosezˇemo
s spreminjanjem praga ε. Zatem sledimo spreminjanju homolosˇkih grup to-
polosˇkega prostora.
Spreminjanje homolosˇkih grup skozi cˇas (tekom filtracije) graficˇno pred-
stavimo na vztrajnih diagramih ali s cˇrtnimi kodami. Za homolosˇki razred z
vztrajnostjo hj − hi nariˇsemo tocˇko v ravnini s koordinatama (hi,hj), kjer
hi imenujemo rojstvo, hj pa smrt homolosˇkega razreda (slika 2.5). Lahko pa
ga predstavimo tudi z uporabo cˇrte dolzˇine hj − hi. Topolosˇke razrede, ki
prezˇivijo do konca, ponazorimo s parom (hi,∞).
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Metode, orodja in podatki
V tem poglavju opiˇsemo uporabljene podatke ter racˇunske metode in orodja,
ki smo jih uporabili za gradnjo modelov.
3.1 Podatki
Podatki o genski izrazˇenosti so lahko eni izmed kljucˇnih za natancˇno diagno-
sticˇno in prognosticˇno oceno raka [12]. Danes obstajajo sˇtevilne tehnologije,
osnovane na genskih mrezˇah (DNA mrezˇe, mikro mrezˇe, makro mrezˇe . . . ),
ki nam omogocˇajo merjenje genske izrazˇenosti v tkivu. Genske mrezˇe upora-
bljamo za identifikacijo sekvence (npr. pri analizi mutacij) ali za diferencialno
analizo ekspresije dveh ali vecˇ RNA vzorcev. Omogocˇajo nam mocˇan pristop
v primerjavi kompleksnih RNA vzorcev, genski izrazˇenosti normalnega in ra-
kavega tkiva, ter razlicˇne razvojne stopnje tkiva. Slika 3.1 prikazuje postopek
merjenja genskih izrazov z genskimi mrezˇami.
Ker z genskimi mrezˇami socˇasno pridobimo na tisocˇe podatkovnih tocˇk
v enem poskusu in ker je ta tehnologija cˇedalje bolj dostopna in cenejˇsa,
podatkovne baze, ki hranijo podatke o genski izrazˇenosti, eksponencialno
narasˇcˇajo. Glavni izziv predstavlja odkriti znanje iz takih podatkov. V ma-
gistrski nalogi smo se izziva lotili s topolosˇko analizo. Podatke smo pridobili iz
najbolj aktualne prosto dostopne podatkovne zbirke Mednarodnega konzor-
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cija za genske raziskave raka – ICGC1. Podatkovna baza je zelo kompleksna in
zdruzˇuje podatke iz razlicˇnih virov ter pridobljene z razlicˇnimi tehnologijami.
Podatki so pogosto nepopolni, sˇe posebej podatki o prezˇivetju bolnikov.
Slika 3.1: Postopek dobivanja podatkov iz genskih mrezˇ. Pri mikromrezˇah
najprej izoliramo mRNA (A), potem pa sledi pretvorba v cDNA (B). Fluo-
rescencˇno oznacˇimo cDNA (C) in naredimo hibridizacijo z DNA-mikromrezˇo
(D). Nato sledi skeniranje hibridiziranega rastra in interpretacija slike (E).
1https://dcc.icgc.org
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ICGC trenutno vsebuje podatke o 17.867 osebah (od tu naprej bomo
uporabljali izraz donator), pridobljenih v 66 razlicˇnih projektih iz 16 drzˇav,
razvrsˇcˇenih v 21 primarnih tipov raka. Za potrebe magistrske naloge smo se
odlocˇili za analizo podatkov o treh najbolj pogostih tipih raka: o prsnem raku
– BRCA, raku na jajcˇnikih – OV in pljucˇnem raku – LUSC. Da bi zmanjˇsali
podatkovni nabor ter s tem cˇasovno trajanje analize, smo od vsakega od
nasˇtetih tipov raka izbrali po en projekt.
3.2 Priprava podatkov
Podatki o genski izrazˇenosti podatkovne baze ICGC so pridobljeni z razlicˇnimi
tehnologijami, so razlicˇnega podatkovnega tipa ter imajo razlicˇno strukturo.
Od vsakega donatorja je vzetih vecˇ vzorcev iz rakavega in zdravega tkiva.
Vzorci donatorjev so tudi iz razlicˇnih cˇasovnih obdobij. Pri prvih so vzeti
v zacˇetni fazi bolezni, potem pa je po nekem cˇasu vzorcˇenje ponovljeno.
Pri drugih pa so podatki samo iz zacˇetne ali samo zadnje faze bolezni.
Pri sˇtevilnih pa cˇas vzorcˇenja ni znan - znani so samo podatki o genski
izrazˇenosti.
Da bi zmanjˇsali heterogenost podatkov in na ta nacˇin izboljˇsali rezultate,
smo podatke najprej ustrezno obdelali, kot je opisano v nadaljevanju in pri-
pravili za analizo. Podatke, razvrsˇcˇene v razlicˇne tabele, smo na zacˇetku
zdruzˇili. Nato smo izlocˇili vzorce donatorjev, ki so samo iz rakavega tkiva
ter pridobljeni z isto tehnologijo. V nasˇem primeru, pridobljeni z uporabo
Agilent 244K Custom Gene Expression G4502A-07-3 (BRCA, LUSC, OV)
platforme za merjenje genske izrazˇenosti. Na ta nacˇin smo zmanjˇsali hetero-
genost podatkov, ampak sˇe vedno nismo dosegli primerljivosti med podatki.
Podatkovni nabor je sˇe zmeraj vseboval cˇasovno razlicˇne vzorce istega dona-
torja.
Da bi dosegli cilj magistrske naloge in z uporabo topolosˇkih metod na
podlagi genske ekspresije ugotovili podobnosti med donatorji, smo izbrali
samo po en vzorec vsakega donatorja. Odlocˇili smo se, da bo to prvi vzorec,
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vzet od donatorja. V primerih, kjer ni bilo dodatnih informacij, smo na
podlagi identifikacijske sˇtevilke vzorca ugotavljali, kateri je prvi vzorec –
izbrali smo torej tistega z najmanjˇso identifikacijsko sˇtevilko. Na ta nacˇin
smo dosegli, da vsaj vecˇina vzorcev pripada zacˇetni fazi bolezni.
Podatke smo predstavili v obliki matrike za vsak tip raka posebej, kjer
vrstice predstavljajo donatorje, stolpci pa gene. Elementi so vrednosti genske
izrazˇenosti pri dolocˇenem donatorju za dani gen.
Pomembno je tudi poudariti, da so vrednosti genske izrazˇenosti normali-
zirane z uporabo normalizacije ,,lowess”. Tekom branja podatkov iz genske
mrezˇe (slika 3.1) pride do sˇtevilnih napak. Napake nastanejo zaradi kemij-
skega pojava, kjer barve molekul v neposredni blizˇini absorbirajo svetlobo
druga od druge, s cˇimer zmanjˇsajo signal. Najbolj ugoden nacˇin za prikaz
odvisnosti intenzitete barv je t.i. MA graf, kjer na ordinatni osi prikazˇemo
logaritemsko razmerje (M) intenziteta signalov rdecˇe (R) in zelene (Z) barve,














)− lowess(R ∗ Z). (3.2)
Slika 3.2: MA graf pred normalizacijo (levo) in po normalizaciji (desno).
Modra cˇrta predstavlja ,,lowess” krivuljo izrazˇenosti.
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V tabeli 3.1 je podana velikost matrik za vsak tip raka. Za vsako matriko
je narejena tudi tabela, ki vsebuje metapodatke o donatorjih. Podatki so
shranjeni v formatu tsv (ang. tab-separated values). Koda za obdelavo in
pripravo podatkovne mnozˇice je napisana v programskem jeziku Python.
Tip raka Sˇtevilo donatorjev Sˇtevilo genov Platforma
BRCA 65 17.662 Agilent 244K Custom Gene
Expression G4502A-07-3
LUSC 65 11.862 Agilent 244K Custom Gene
Expression G4502A-07-3
OV 292 11.876 Agilent 244K Custom Gene
Expression G4502A-07-3
Tabela 3.1: Podatki o donatorjih.
3.3 Racˇunanje razdalje
Dodatna prednost topolosˇkih metod je fleksibilnost merjenja razdalje. To
pomeni, da nismo vezani na dolocˇeno metriko in metricˇni prostor, kot je
recimo pri razvrsˇcˇanju v skupine z metodo voditeljev (ang. k-means), ki
uporablja evklidsko metriko. Z uporabo kakrsˇne koli druge metrike se pri
tem algoritmu lahko zgodi, da algoritem ne skonvergira [21] [19].
V primeru biolosˇkih podatkov se je evklidska metrika izkazala kot ne
dovolj ustrezna. Najpogosteje moramo metriko dolocˇiti v skladu s samimi
podatki. Glede na lastnosti podatkov smo za mero razdalje med dvema
tocˇkama d(x, y) izbrali korelacijsko razdaljo med donatorji:
d(x, y) = 1− rx,y = 1−
n∑
n=1
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kjer rx,y predstavlja Pearsonov korelacijski koeficient, ki se najpogosteje upo-
rablja pri analizi podatkov o genski izrazˇenosti. Razlog za to je njegova
obcˇutljivost na osamelce ter zaznavanje linearnih povezav v podatkih. Poleg
tega Pearsonova korelacija predpostavlja, da so podatki o genski izrazˇenosti
normalno porazdeljeni [8] [22].
Pri racˇunanju razdalje smo uporabljali Pythonovo knjizˇnico numpy. Raz-
dalje med donatorji smo shranili v obliki matrik razdalje.
3.4 Izgradnja Vietoris-Ripsovega simplicial-
nega kompleksa
Kot je opisano v podpoglavju 2.2, je Vietoris-Ripsov kompleks (VR kom-
pleks) abstraktni simplicialni kompleks, zgrajen na mnozˇici S, kjer simple-
kse tvorijo tiste podmnozˇice mnozˇice S, ki imajo premer manjˇsi ali enak od
nekega izbranega praga ε ∈ R.
Obstajata dva pristopa pri gradnji VR kompleksa. Pri prvem pristopu
najprej dodamo vse tocˇke topolosˇkega prostora, nato pa na podlagi izbranega
premera ε dodajamo preostale simplekse oz. vecˇdimenzionalne oblike.
Pri drugem pristopu, uporabljenem tudi v magistrski nalogi, dodajamo
tocˇke mnozˇice S v VR kompleks kot simplekse dimenzije 0 samo kot ogliˇscˇa
stranic, torej v parih z ogliˇscˇi, oddaljenimi za manj kot ε. Z uporabo tega
pristopa smo se izognili problemu, da imamo v filtraciji in racˇunanju vztrajne
homologije na zacˇetku veliko sˇtevilo komponent, ki predstavljajo posamezne
tocˇke.
Glede na kombinatoricˇno strukturo topolosˇkih modelov imajo algoritmi
pogosto veliko cˇasovno in prostorsko kompleksnost. Za izgradnjo VR kom-
pleksa obstajajo sˇtevilni algoritmi. V cˇlanku je opisan algoritem s cˇasovno
kompleksnostjo O(M(n)) in prostorsko kompleksnostjo reda n2 [27]. Vendar
se v nasˇem primeru, kjer so podatki zelo korelirani ter obogateni, ni izkazal
za dovolj ucˇinkovitega. Zaradi tega smo problem poskusili resˇiti z uporabo
algoritma za racˇunanje z redkimi matrikami, opisanega v cˇlanku N. Bella
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in A. N. Hiranija [1]. Algoritem je bilo potrebno ustrezno prilagoditi nasˇi
metriki in podatkovni strukturi.
Pri algoritmu iz matrike razdalj najprej izlusˇcˇimo podatke o tem, katera
vozliˇscˇa bodo vkljucˇena v 0-skelet VR kompleksa. To predstavimo v obliki
matrike E, kjer je E[i, j] = 1, cˇe sta vozliˇscˇi vi in vj oddaljeni za manj kot ε
in cˇe je vi < vj, sicer je 0. Podatki E so shranjeni v podatkovni strukturi za
redke matrike csr(E), dimenzije 3 × m, kjer je m sˇtevilo enic v matriki E,
oziroma sˇtevilo povezav. Prva vrstica matrike csr(E) vsebuje indekse vrstic
druga pa indekse stolpcev matrike E, v katerih so vrednosti razlicˇne od 0.
Tretja vrstica hrani podatke, v nasˇem primeru same enice.
Matrika E ter ustrezna redka matrika csr(E) za simplicialni kompleks,
podan na sliki 3.3:
E =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ⇒ csr(E) =
⎡⎢⎢⎣
0 1 1 2
1 2 3 3
1 1 1 1
⎤⎥⎥⎦.
Iz matrike E lahko sedaj ustvarimo k-skelet VR kompleksa v obliki ma-
trike Fp dimenzije m × n, kjer je n sˇtevilo vozliˇscˇ, m pa sˇtevilo p-simpleksov
v VR kompleksu (p ∈ R in 0 ≤ p ≤ 1). Vrednost Fp[i, j] = 1, cˇe i-ti simpleks
vsebuje vozliˇscˇe j, sicer je 0. Nato izracˇunamo produkt redkih matrik csr(Fp)
× csr(E). Iz vrednosti produkta dolocˇamo novonastale simplekse dimenzije
p+ 1 in gradimo (p+ 1)-skeleton. Postopek rekurzivno ponavljamo.
Za nasˇ primer je 1-skelet:
F1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ⇒ csr(F1) =
⎡⎢⎢⎣
0 0 1 1 2 2 3 3
0 1 1 2 1 3 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1
⎤⎥⎥⎦.
Zatem izracˇunamo matricˇni produkt csr(Fp) × csr(E) ter iz njega na-
redimo razsˇirjeno matriko. Vrednost v tretji vrstici matrike csr(F1E) nam
pove dimenzijo simpleksa, ki ga gradijo simpleksi i in j. V nasˇem primeru
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0 0 0 1 1 2 2 3
3 2 1 3 2 3 2 3
1 1 1 2 1 1 1 1
⎤⎥⎥⎦ ⇒ F1E =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1
0 0 1 2
0 0 1 1
0 0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦.
Sedaj lahko izracˇunamo F2:
csr(F2) =
[













Ker je v csr(F2E) matriki zopet najvecˇje sˇtevilo 3, pomeni, da ni vecˇ
simpleksov viˇsje dimenzije in na tej tocˇki lahko proces gradnje simpleksov
ustavimo.
Slika 3.3: Simplicialni kompleks, ki ga gradijo sˇtirje simpleksi dimenzije 0
(vozliˇscˇa), sˇtirje simpleksi dimenzije 1 (povezave) in en simpleks dimenzije 2
(trikotnik).
Algoritem za gradnjo VR simplicialnega kompleksa je napisan v program-
skem jeziku Python z uporabo numpy in scipy knjizˇnic za delo z matrikami
(algoritem 1).
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Algorithm 1 Algoritem Vietoris-Rips
1: Vhod: M← Matrika razdalj
2: Vhod: ε← Prag razdalje
3: Vhod: k← Dimenzija, do katere gradimo simplicialne komplekse
4: Izhod: VR← Vietoris-Ripsov simplicialni kompleks
5: procedure VietorisRips(M , ε, k)
6: v← inicializiraj prazen niz za vozliˇscˇa
7: e← inicializiraj prazen niz za povezave
8: VR← inicializiraj prazen niz za simplicialne komplekse
9: if M [i][j] ≤ ϵ then
10: v← dodaj vsa vozliˇscˇa i in j iz M
11: e← dodaj vse povezave (i, j) iz M
12: VR← dodaj vozliˇscˇa v v V R simplicialni kompleks
13: if k == 0 then return V R
14: VR← dodaj povezave e v V R simplicialni kompleks
15: if k == 1 then return V R
16: if (i, j) ∈ e then
17: if i < j then
18: E[i][j] = 1
19: else
20: E[i][j] = 0
21: kLice← e
22: for all n ∈ 1..k do
23: lice← kLice[n]
24: if v ∈ lice then
25: Fn ← naredi csr matriko za n-skeleton
26: E[lice][v] = 1
27: FE ← Fn x E (zmnozˇi csr matrike 0-skeletona in n-skeletona)
28: if FE[lice][v] == n+ 1 then
29: kLice← lice + v
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30: if len(kLice) == 0 then return V R
return V R
3.5 Filtracija in racˇunanje vztrajne homologije
Glavni cilj vztrajne homologije je proucˇevanje spreminjanja topolosˇkih znacˇilk
pri razlicˇnih resolucijah. To dosezˇemo tako, da simplicialni kompleks zgra-
dimo postopno in predstavimo kot zaporedje narasˇcˇajocˇih simplicialnih kom-
pleksov. Taksˇnemu zaporedju pravimo filtracija.
Filtracijom merimo zˇivljenjske cikle dolocˇene topolosˇke znacˇilke. Nasta-
janje nove topolosˇke znacˇilke (komponente, cikla, luknje . . . ) oznacˇimo kot
rojstvo. Izginjanje topolosˇke znacˇilke (spajanje komponente z drugo kom-
ponento ali pa zapiranje luknje) imenujemo smrt. Topolosˇke znacˇilke, ki
prezˇivijo dlje cˇasa, so invariante osnovnega sistema in jih obravnavamo kot
pomembne. Ostale, ki zˇivijo manj cˇasa, obravnavamo kot sˇum.
V topolosˇki analizi podatkov obstajajo utemeljitve in opisi pomena to-
polosˇkih znacˇilk do dimenzije 3. Za viˇsje dimenzije je pomen manj jasen. V
magistrski nalogi smo najvecˇ pozornosti posvetili analizi povezanih kompo-
nent (torej topolosˇkih znacˇilk dimenzije 0).
Pri izgradnji VR kompleksa metodom filtracije je zelo pomembno dolocˇiti
optimalno sˇtevilo korakov pri filtraciji ter ustrezno razdaljo. Po eni strani
veliko sˇtevilo korakov povzrocˇa zelo pocˇasno spreminjanje kompleksa. Po
drugi pa se lahko pri majhnem sˇtevilu korakov v enem koraku naredijo velike
spremembe, ki jih ne zasledimo. Sˇtevilo korakov je nujno prilagoditi sami
strukturi podatkov.
Kot je opisano v poglavju 3.4, smo pri gradnji filtracije z uporabo VR
algoritma tocˇke v nasˇem primeru v topolosˇki prostor dodajali postopoma,
s spreminjanjem razdalje ε. Za zgornjo mejo, do katere delamo filtracijo,
smo izbrali ε (oznacˇimo ga z εmax), pri katerem se je zadnja tocˇka dodala
v simplicialni kompleks. Kot optimalno sˇtevilo korakov za nasˇ podatkovni
nabor se je izkazalo 100 korakov filtracije. Pri manjˇsem sˇtevilu korakov
istocˇasno se je zgeneriralo veliko sˇtevilo simpleksov. Vecˇje sˇtevilo korakov pa
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ni vidno izboljˇsalo rezultatov, bilo pa je tudi precej pocˇasnejˇse.
Filtracijo smo dobili tako, da smo razpon od 0 do εmax razdelili na 100 in-
tervalov. Izbrali smo prvo vrednost ε, ki dolocˇa interval, in do te razdalje gra-
dili VR simplicialni kompleks po algoritmu, opisanem v poglavju 3.4. V na-
stalem VR simplicialnem kompleksu smo presˇteli topolosˇke znacˇilke razlicˇnih
dimenzij, ki so rojene v prvem koraku filtracije.
V drugem koraku smo izbrali naslednjo vrednost ε in v obstojecˇi sim-
plicialni kompleks dodali nove tocˇke in nove povezave. S ponovnim sˇtetjem
topolosˇkih znacˇilk smo ugotovili spremembe topolosˇkega prostora. Pri do-
dajanju novih povezav se je zgodilo, da so nekatere od topolosˇkih znacˇilk iz
predhodnega koraka izginile (umrle), medtem ko so bile rojene nekatere nove.
Slika 3.4: Postopek filtracije. Gradnja simplicialnega kompleksa cˇez korake
filtracije (zgoraj) ter ustrezne cˇrtne kode, ki prikazujejo rojstvo in smrt to-
polosˇke znacˇilnosti (spodaj).
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Rojstvo in smrt topolosˇkih znacˇilk smo belezˇili v t.i. vztrajnem diagramu
in v obliki cˇrtnih kod [6]. Postopek smo ponavljali stokrat, oziroma dokler
nismo dosegli vrednosti εmax. Slika 3.4 prikazuje opisani postopek, le da so
zaradi jasnosti vse tocˇke prisotne od zacˇetka.
Podan opis je posplosˇitev malo bolj zapletenega racˇunskega postopka, ki
je v ozadju. Standardna metoda za racˇunanje vztrajne homologije je reduk-
cijski algoritem. Detajlni opis in psevdokoda algoritma je podana v ucˇbeniku
A. Zomorodiana 2 [29], tukaj pa bomo uporabljali najbolj pomemben del al-
goritma.
Algorithm 2 Vztrajna Homologija
1: Vhod: M← Matrika razdalj
2: Vhod: F← Koraki filtracije
3: Vhod: k← Maksimalna dimenzija, do katere gradimo simplicialne komplekse
4: Izhod: VH← Koordinate tocˇk vztrajnega diagrama
5:
6: procedure VztrajnaHomologija(M , F , k)
7: T← Inicializiraj seznam za simplicialne komplekse
8: for all εi ∈ F do
9: VR← V ietorisRips(M, εi, k)
10: T[i]← Dodaj tiste simplekse iz V R, ki niso v T [i− 1]
11: V H ← IntervalVztrajnosti(T) [29]
12: return V H
3.6 Vztrajni diagrami in interval zaupanja
Pri racˇunanju vztrajne homologije spreminjanje topolosˇkega prostora vizu-
alno prikazujemo s tocˇkami v vztrajnem diagramu, kjer na abscisi predsta-
vljamo rojstvo, na ordinati pa smrt topolosˇke znacˇilke. Tocˇka x(i, j), prika-
zana na sliki 3.5, predstavlja povezano komponento, ki se je rodila v nekem
koraku filtracije i in zˇivela do koraka j. Komponente, ki prezˇivijo do konca
filtracije, oznacˇimo z y(i,∞), kjer je i korak, v katerem se je komponenta
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rodila. Te prikazˇemo na zgornjem robu vztrajnega diagrama.
Lahko rojstvo in smrt prikazˇemo s cˇrtno kodo, kjer dolzˇina cˇrte predsta-
vlja prezˇivetje topolosˇke znacˇilke skozi korake filtracije (slika 3.4 – rdecˇe in
zelene cˇrte). Trenutek rojstva in smrti razberemo s cˇasovne premice. Ker so
vztrajni diagrami v nasˇem primeru bili bolj primerni za analizo, se bomo v
nadaljnjem opisu vecˇinoma osredotocˇili nanje.
Slika 3.5: Vztrajni diagram. Na x-osi, ki predstavlja rojstvo, in y-osi, ki
predstavlja smrt topolosˇke znacˇilnosti, smo prikazali intervale filtracije (raz-
dalje). Modre pike predstavljajo topolosˇke znacˇilnosti dimenzije 0, zeleni
trikotniki pa predstavljajo topolosˇke znacˇilnosti dimenzije 1. Rdecˇi kvadrat
je topolosˇka znacˇilnost dimenzije 2.
Do sedaj smo vecˇkrat omenili, da topolosˇke znacˇilke kratkega zˇivljenja
obravnavamo kot sˇum in jih zanemarimo. V vztrajnem diagramu so te
znacˇilke natanko tiste tocˇke, ki so zelo blizu diagonali vztrajnega diagrama
(v cˇrtni kodi so to zelo kratke cˇrtice). Vprasˇanje, ki se je zastavilo, je, kako
dolocˇiti, kaj je ,,dovolj blizu” ter dolocˇiti skupine bolnikov, ki so bolj locˇene
druga od druge, in hkrati poiskati manjˇse podskupine v dolocˇenih skupinah.
V tem primeru je bilo nujno pravilno locˇiti sˇumne od pomembnih znacˇilk.
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V ta namen smo implementirali algoritem, ki racˇuna interval zaupanja na
vztrajnih diagramih. Algoritem temelji na izreku o stabilnosti vztrajnega di-
agrama. Za vztrajni diagram pravimo, da je stabilen, cˇe majhne spremembe
v podatkih povzrocˇajo majhne spremembe v vztrajnem diagramu [4]. Psev-
dokoda opisanega algoritma je podana kot algoritem 3.
Stabilnost dolocˇimo z uporabo t.i. razdalje ozkega grla (ang. bottleneck
distance) med diagrami, ki je definirana s predpisom:
W∞(Xp, Yp) = |x− y|∞. (3.4)
|x− y|∞ = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}, (3.5)
kjer so x in y tocˇke vztrajnih diagramov Xp oziroma Yp.
Za ocenjevanje izracˇunanih homolosˇkih znacˇilk mnozˇice S ter dolocˇanja
intervala zaupanja namesto celotne mnozˇice podatkov S raje izberemo dovolj
velik vzorec M , ki podobno opisuje topolosˇki prostor podatkov kot mnozˇica
S. Interval zaupanja C je potem podmnozˇica vseh vztrajnih diagramov XMi ,
pri katerih je razdalja od diagrama XS najvecˇ c, kjer je c prag intervala
zaupanja [7]:
C = {XMi : W∞(XS, XMi) ≤ c}. (3.6)
Graficˇno lahko to predstavimo na vztrajnem diagramu z risanjem centriranih
kvadratkov stranice 2c okoli vsake tocˇke na diagramu. Tocˇko p obravnavamo
kot topolosˇki sˇum, cˇe njen ustrezni kvadrat seka diagonalo. Na drug nacˇin




Pri dolocˇanju intervala zaupanja oziroma za racˇunanje razdalje med dia-
grami moramo najprej povezati ustrezne tocˇke vztrajnih diagramov. Tocˇke,
ki nimajo para, je potrebno povezati z najblizˇjo tocˇko na diagonali, kot je
prikazano na sliki 3.7.
Pri resˇevanju problema smo se posluzˇili algoritmov, ki spadajo v podrocˇje
diskretne matematike, in sicer algoritmov za maksimalno prirejanje (ang.
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matching). Tocˇke vztrajnih diagramov smo preslikali v dvodelni graf, nato
pa smo poiskali maksimalno prirejanje z uporabo algoritma za maksimalni
pretok (Ford Fulkersonov algoritem).
Slika 3.6: Interval zaupanja. Na sliki levo so opisani intervali zaupanja pri-
kazani s kvadratom stranice 2c, narisanim okoli tocˇke v vztrajnem diagramu.
Cˇe kvadrat seka diagonalo, potem tocˇko, ki pripada temu kvadratu, obrav-
navamo kot sˇum. Slika desno je drugi nacˇin prikazovanja intervala zaupanja.
Nad diagonalo nariˇsemo trak sˇirine
√
2c . Tocˇke, ki so v traku, obravnavamo
kot sˇum.
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Slika 3.7: Prirejanje. Slika prikazuje nacˇin prirejanja tocˇk dveh vztrajnih
diagramov (modre in rdecˇe tocˇke). Tocˇke, ki nimajo para, priredimo najblizˇji
tocˇki na diagonali.
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Algorithm 3 Interval Zaupanja
1: Vhod: M← Matrika razdalj
2: Vhod: F← Koraki filtracije
3: Vhod: k← Maksimalna dimenzija, do katere gradimo simplicialne komplekse
4: Izhod: XMC ← Vztrajni diagram z intervalom zaupanja
5:
6: procedure IntervalZaupanja(M , F , k)
7: VH← VztrajnaHomologija(M, F, k)
8: XM ← Nariˇsi vztrajni diagram iz VH
9: Cn ← Inicializiraj niz za interval zaupanja
10: n← Dolocˇi sˇtevilo ponovitev
11: while i ≤ n do
12: m← Izberi nakljucˇni vzorec iz M
13: vh← VztrajnaHomologija(m, F, k)
14: Xm ← Nariˇsi vztrajni diagram iz vh
15: MP← MaksimalnoPrirejanje(XM , Xm)
16: W∞(XM , Xm)← RazdaljaOzkegaGrla(MP)
17: Cn ← W∞(XM , Xm)
18: c← Dolocˇi prag intervala zaupanja
19: Cn ← Sortiraj niz Cn
20: C← Izberi podmnozˇico Ci iz Cn tako da je Cn[i] ≤ c





V tem poglavju bomo prikazali rezultate, pridobljene z uporabo topolosˇkih
algoritmov. Opisu rezultatov bo sledila ustrezna graficˇna predstavitev.
4.1 Potek analize in testiranje metode
Po uspesˇni implementaciji nasˇtetih algoritmov smo pristopili k analizi po-
datkov. Potek analize je sledil korakom, prikazanim v algoritmu 4.
Pred zacˇetkom analize podatkov, opisanih v poglavju 3, smo naredili
nekaj testnih preizkusov zaradi preverjanja in evalvacije metode. Delova-
nje algoritma smo najprej testirali na mnozˇici, ki vsebuje podatke o genski
izrazˇenosti zdravega ter podatke o genski izrazˇenosti rakavega tkiva. V eni od
novejˇsih raziskav so I. Kosti in sodelavci [11] pokazali, da se genska izrazˇenost
genov v zdravem tkivu znacˇilno razlikuje od izrazˇenosti genov v bolnem tkivu.
Znanstveniki so dokazali, da so geni zdravega tkiva bolj korelirani od genov
bolnega tkiva. Glede na to smo pricˇakovali, da bo implementirani algoritem
locˇil podatke na dve skupini.
Podatkovni nabor je vseboval 130 vzorcev, od tega 67 iz rakavega in 63 iz
zdravega tkiva. V analizo je bilo uvrsˇcˇenih 15.658 genov. Pri prvem preizkusu
je algoritem uspesˇno razdelil podatke na dve skupini, kar prikazuje slika 4.1.
Zˇeleli smo potrditi, da rezultat algoritma ni nakljucˇje, zato smo testiranje
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algoritma ponovili vecˇkrat, tudi na razlicˇnih mnozˇicah. Rezultat testiranja
je bil pozitiven.
Algorithm 4 Topolosˇka analiza podatkov
1: Vhod: ICGC← Podatki iz podatkovne zbirke ICGC
2: Izhod: G← Grucˇe donatorjev
3: Izhod: KM← Krivulje prezˇivetja
4: Izhod: ss← Silhouette ocena
5: Izhod: XMC ← Vztrajni diagram z intervalom zaupanja
6:
7: procedure TDA(ICGC)
8: D← Preberi podatke iz ICGC
9: I← Shrani metapodatke
10: M← Izracˇunaj matriko razdalj
11: ε← Dolocˇi vrednost za maksimalno razdaljo
12: F← Dolocˇi korake filtracije od 0 do ε
13: k← Dolocˇi maksimalno dimenzijo za gradnjo simplicialnih kompleksov
14: XMC ← IntervalZaupanja(M , F , k)
15: G← Naredi grucˇe od topolosˇkih znacˇilnosti dimenzije 0
16: for g ∈ G do
17: ss← SilhouetteScore(g)
18: KM← Prezˇivetje(g)
19: G← Priredi metapodatke iz I
20: return G, KM , ss, XMC
Uspesˇnost metode je posledica tega, da nam za razliko od ostalih metod,
ki iˇscˇejo vzorec v podatkih, topolosˇka analiza daje ,,opis” podatkov. Kot
prost primer lahko vzamemo mnozˇico tocˇk, ki predstavljajo elipso. Cˇe na
primeru, kadar je ena os elipse veliko daljˇsa kot druga (splosˇcˇena elipsa),
uporabimo metodo analize glavnih komponent ali vecˇdimenzionalno skali-
ranje, bomo dobili mnozˇico tocˇk, ki predstavljajo premico (eno skupino).
Z uporabo topolosˇke metode bomo na istem primeru prav tako dobili eno
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povezano komponento (skupino) in en cikel. Poglejmo sˇe drugi primer, in
sicer kadar imamo ,,normalno” elipso. V tem primeru bi z metodo glavnih
komponent dobili dve mnozˇici tocˇk, ki opisujeta dve premici (dve skupini).
Topolosˇka metoda bi tudi v tem primeru dala eno povezano komponento in
en cikel.
Slika 4.1: Delitev mnozˇice na dve skupini, z vzorci zdravega tkiva in vzorci
rakavega tkiva.
4.2 Rezultati analize
Po uspesˇnem testiranju smo pristopili k analizi predhodno opisanih podat-
kov, in sicer raka prsi – BRCA, raka jajcˇnikov – OV in raka pljucˇ – LUSC.
Rezultati so podani v nadaljevanju.
4.2.1 Rak prsi
Podatkovna mnozˇica prsnega raka je vsebovala 65 bolnikov. V analizo smo
uvrstili 17.662 genov, med katerimi je bilo veliko takih, za katere je zˇe
znano, da prispevajo k zaviranju napredovanja raka prsi. Med njimi so
bili denimo znani tumorski zaviralci raka prsi, BRCA1 in BRCA2, ter geni
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PIK3CA, TP53, TTN, TTN-AS1, RP11, PCDHGA1, PCDHGA2, PCD-
HGA3, PCDHA1, CDH1, ki so po ICGC analizi najpogostejˇse mutirani geni
v tem tipu raka.
Z analiziranjem podatkovne mnozˇice z uporabo topolosˇkega algoritma ter
glede na vztrajni diagram (slika 4.2) smo ugotovili, da obstajata dva pod-
tipa raka prsi (slika 4.3). Kot je razvidno iz vztrajnega diagrama, rdecˇa in
zelena tocˇka predstavljata dve topolosˇki znacˇilnosti dimenzije 0 oziroma po-
vezani komponenti, ki ,,vztrajata” do konca filtracije. Prikazani tocˇki barvno
ustrezata dvema skupinama raka prsi.
Slika 4.2: Vztrajni diagram, pridobljen z analizo raka prsi. Na x-osi je prika-
zano rojstvo, na y-osi pa smrt topolosˇke znacˇilnosti. Vrednosti na oseh x in
y predstavljajo razdalje, pri katerih gradimo simplicialne komplekse tekom
filtracije. Na primer, povezana komponenta, obarvana rumeno, se je zacˇela
pri razdalji 0.27 in koncˇala pri razdalji 0.34. Rdecˇi trak predstavlja interval
zaupanja.
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Slika 4.3: Razvrstitev raka prsi z uporabo vztrajne homologije. Na sliki sta
prikazani dve locˇeni skupini raka prsi (rdecˇa in zelena) ter podskupina, ki
predstavlja t.i. osamelce (rumena).
Slika 4.4: Silhuetni graf za razvrstitev vzorcev raka prsi. Barvi Silhuetnega
grafa ustrezata barvam pridobljenih skupin, debelina pa velikosti skupine.
Prekinjena cˇrta predstavlja povprecˇni Silhuetni koeficient.
Veliko predhodnih raziskav je tudi potrdilo, da obstajata dva tipa raka
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prsi, in sicer bazalni in luminalni. Za bazalni je karakteristicˇna mutacija
gena BRCA1, medtem ko imamo pri luminalnem bolj prisotno mutacijo gena
BRCA2.
Rezultat razvrsˇcˇanja smo ocenili z Silhuetnim koeficientom, ki v tem pri-
meru znasˇa 0,81 (slika 4.4), na lestvici od -1 do 1. Glede na to, da vecˇja
vrednost pomeni boljˇso delitev, lahko recˇemo, da je implementirana metoda
dala zelo dobre rezultate v primeru raka prsi.
Z analizo prezˇivetja bolnikov smo z uporabo Kaplan-Meierjeve metode
(slika 4.5) potrdili, da ima skupina bolnikov daljˇsi cˇas prezˇivetja (zelena
krivulja), in sicer vecˇ kot 4.500 dni od rdecˇe skupine (rdecˇa krivulja), kjer je
cˇas prezˇivetja manj kot 3.500 dni.
Slika 4.5: Krivulja prezˇivetja za vsako skupino raka prsi posebej. Na x-osi
je prikazan vremenski razpon. Na y-osi je prikazana verjetnost, da bolnik sˇe
zmeraj zˇivi. Barve krivulj ustrezajo barvam pridobljenih skupinah.
Z racˇunanjem intervala zaupanja za vztrajni diagram (slika 4.2 – rdecˇi
trak) smo pokazali, da ena povezana komponenta ,,vztraja” samostojno vecˇ
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cˇasa (slika 4.2 – rumena tocˇka). To komponento sestavljajo samo sˇtirje bol-
niki. Za njih ne moremo recˇi, da predstavljajo podskupino zase. To smo
potrdili tudi z racˇunanjem Silhuetnega koeficienta, ki znasˇa 0,485. Z analizi-
ranjem prezˇivetja teh bolnikov smo odkrili, da je njihov cˇas prezˇivetja veliko
krajˇsi (slika 4.5 – rumena krivulja), torej nekaj vecˇ kot 1.500 dni, kar je veliko
manj kot cˇas prezˇivetja ostalih bolnikov v skupini, kateri pripadajo (slika 4.3
– zelena skupina). Za njih lahko recˇemo, da predstavljajo t.i. osamelce.
Zˇe pri prvi analizi smo pokazali, da je vztrajna homologija precej uspesˇna
v analizi biolosˇkih podatkov. Videli smo, da deluje na zelo velikih dimenzijah,
ter da uspesˇno obravnava osamelce.
Isto podatkovno mnozˇico smo analizirali z metodo razvrsˇcˇanja z voditelji
ter metodo hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja, ki jih ponuja paket Orange1.
Metoda z voditelji nam je kot rezultat z najboljˇsim Silhuetnim koefici-
entom ponujala dve grucˇi (slika 4.6). V primerjavi z nasˇim algoritmom je
Silhuetni koeficient zelo nizek, znasˇa samo 0,1206 (slika 4.7). Glede na to,
da metoda z voditelji uporablja evklidsko razdaljo, ki ni najbolj primerna za
nasˇo podatkovno mnozˇico, boljˇsi rezultat ni bil pricˇakovan.
Slika 4.7: Silhuetni koeficienti pri iskanju optimalnega sˇtevila skupin za me-
todo z voditelji.
1http://orange.biolab.si
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Slika 4.6: Podskupine raka prsi, pridobljene z uporabo metode voditeljev.
Metoda hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja je dala nekaj boljˇsih rezultatov. To je
bilo pricˇakovano, saj smo v primeru hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja za razdaljo
uporabljali Pearsonov koeficient. Kot rezultat hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja z
uporabo utezˇene metode smo dobili dve podskupini (slika 4.8). Tudi Silhuetni
koeficient je v primeru hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja boljˇsi (slika 4.9).
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Slika 4.8: Podskupine raka prsi, pridobljene metodom hierarhicˇnega
razvrsˇcˇanja.
Slika 4.9: Silhuetni graf razvrsˇcˇanja raka prsi, pridobljen metodom hie-
rarhicˇnega razvrsˇcˇanja.
4.2.2 Rak jajcˇnikov
Rak jajcˇnikov velja za sedmo najpogostejˇso obliko raka pri zˇenskah v svetu.2
Rak jajcˇnikov lahko nastane iz vseh treh vrst celic, ki sestavljajo jajcˇnik: iz
2http://www.cancerresearchuk.org
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epitelijskih, klicˇnih celic in celic strome. Najpogostejˇsi so epitelijski tumorji,
ki predstavljajo vecˇ kot 90% vseh primerov. Redkejˇsa je skupina neepitel-
nih tumorjev, kamor poleg stromalnih in klicˇnih (germinativnih) tumorjev
priˇstevamo tudi mesˇane maligne Muelerjeve tumorje jajcˇnikov.
V nasˇi raziskavi smo obravnavali skupino, ki vsebuje 292 bolnikov. V
analizo je bilo uvrsˇcˇenih 11.876 genov. Med njimi je TP53, ki je po ICGC
najbolj pogosto mutiran gen tega tipa raka. V raziskavo smo uvrstili tudi
gene BRCA1 in BRCA2, ki so poleg raka prsi zelo pogosto prisotni v raku
jajcˇnikov.
Slika 4.10: Vztrajni diagram, pridobljen s topolosˇko analizo raka jacˇnikov.
Na x-osi je prikazano rojstvo, na y-osi pa smrt topolosˇke znacˇilnosti. Vre-
dnosti na x in y oseh predstavljajo razdalje, pri katerih gradimo simplicialne
komplekse tekom filtracije. Rdecˇi trak predstavlja interval zaupanja.
Z uporabo topolosˇkih algoritmov smo opisano mnozˇico bolnikov razvrstili
v tri skupine (slika 4.11). Omenjene skupine dolocˇajo rumena, zelena in rdecˇa
tocˇka vztrajnega diagrama (slika 4.10).
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Silhuetni koeficient v primeru razvrsˇcˇanja raka jajcˇnikov znasˇa 0,79 (slika 4.12).
Slika 4.11: Podskupine raka jajcˇnikov, pridobljene s topolosˇko analizo.
Slika 4.12: Silhuetni graf podskupin raka jacˇnikov. Barve Silhuetnega grafa
ustrezajo barvam pridobljenih skupin, debelina pa velikosti skupine. Preki-
njena cˇrta predstavlja povprecˇni Silhuetni koeficient.
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V primeru raka jajcˇnikov imata dve skupini (zelena in rdecˇa) priblizˇno
enak cˇas prezˇivetja, in sicer okoli 3.200 dni. Prezˇivetje rumene skupine je
vecˇje od 4.000 dni (slika 4.13).
Slika 4.13: Krivulje prezˇivetja bolnikov z rakom jacˇnikov. Na x-osi je prika-
zan vremenski razpon. Na y-osi je prikazana verjetnost, da bolnik sˇe zmeraj
zˇivi. Barve krivulj ustrezajo barvam pridobljenih skupin raka jacˇnikov.
V primerjavi z nasˇo metodo je metoda z voditelji z najboljˇso vrednostjo
Silhuetnega koeficienta tj. – 0,83 (slika 4.14), bolnike razvrstila v dve skupini.
Skupine so jasno locˇene druga od druge, kar ni bilo pricˇakovano, zopet zaradi
uporabe evklidske razdalje.
Metoda hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja je – podobno kot metoda z voditelji –
mnozˇico locˇila na dve skupini (slika 4.16). Silhuetni koeficient je prikazan na
sliki 4.17.
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Slika 4.14: Silhuetni koeficienti pri iskanju optimalnega sˇtevila skupin za
metodo voditeljev.
Slika 4.15: Razvrsˇcˇanje raka jajcˇnikov z uporabo metode voditeljev.
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Slika 4.16: Razvrsˇcˇanje raka jajcˇnikov z uporabo hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja.
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Slika 4.17: Silhuetni graf pri hierarhicˇnem razvrsˇcˇanju.
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4.2.3 Pljucˇni rak
Pljucˇni rak spada med najpogostejˇsa rakava obolenja. Za to vrsto raka je
znacˇilna hitra rast malignih celic. Tumorske celice se hitro sˇirijo v okolico ter
s krvjo prenasˇajo na ostale dele telesa. V magistrski nalogi smo – namesto
analize vseh znanih tipov raka pljucˇ – analizirali mnozˇico od 65 bolnikov
s plosˇcˇatocelicˇnim rakom pljucˇ. Pri analizi smo uposˇtevali 11.862 genov.
Wilkerson in soavtorji [25] so v svoji raziskavi pokazali, da obstajajo trije
podtipi plosˇcˇatocelicˇnega raka pljucˇ, in sicer bazalni, sekretorni in klasicˇni
podtip.
V nasˇi analizi smo na osnovi podatkov dobili tudi tri podskupine plosˇcˇatocelicˇnega
pljucˇnega raka (slika 4.18). Zaradi pomanjkljivosti klinicˇnih podatkov o bol-
nikih, ni bilo mozˇno dokazati ali skupine uztrezajo podtipom. Vsaka od tocˇk
vztrajnega diagrama (slika 4.19), rumena, zelena in rdecˇa, ustrezajo skupi-
nam na sliki 4.18.
Slika 4.18: Podskupine plosˇcˇatocelicˇnega raka pljucˇ, pridobljene s topolosˇko
analizo.
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Slika 4.19: Vztrajni diagram, pridobljen s topolosˇko analizo plosˇcˇatocelicˇnega
raka pljucˇ. Na x-osi je prikazano rojstvo, na y-osi pa smrt topolosˇke
znacˇilnosti. Vrednosti na x in y oseh predstavljajo razdalje, pri katerih gra-
dimo simplicialne komplekse tekom filtracije. Rdecˇi trak predstavlja interval
zaupanja. Tri topolosˇke znacˇilnosti, ki prezˇivijo do konca filtracije, so prika-
zane z rdecˇo, rumeno in zeleno tocˇko na diagramu.
Razvrsˇcˇanje je ocenjeno z uporabo Silhuetnega koeficienta z vrednostjo
0,78 (slika 4.20).
V primerjavi s prezˇivetjem bolnikov z rakom prsi (slika 4.5) ter prezˇivetjem
bolnikov z rakom jajcˇnikov (slika 4.13), lahko pri pljucˇnem raku opazimo, da
krivulje prezˇivetja padajo nekajkrat hitreje (slika 4.21). Mozˇni razlog bi bil,
da ima vecˇ kot polovica bolnikov po odkritju plosˇcˇatocelicˇnega pljucˇnega
raka zˇe oddaljene metastaze. Zatorej je povprecˇno prezˇivetje bolnikov z ra-
kom tega tipa okoli 5 let [20]. Skupina (slika 4.18, skupina 2), katera prezˇivi
vecˇ cˇasa, vsebuje manjˇse sˇtevilo bolnikov. To zopet potrjuje ugotovitev, da
ima zelo majhen odstotek bolnikov, obolelih za plosˇcˇatocelicˇnim pljucˇnim
rakom, mozˇnost prezˇivetja vecˇ let.
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Slika 4.20: Silhuetni graf podskupin plosˇcˇatocelicˇnega raka pljucˇ. Barve
Silhuetnega grafa ustrezajo barvam pridobljenih skupin, debelina pa velikosti
skupine. Prekinjena cˇrta predstavlja povprecˇni Silhuetni koeficient.
Slika 4.21: Krivulje prezˇivetja bolnikov s plosˇcˇatocelicˇnim rakom pljucˇ. Na
x-osi je prikazan razpon prezˇivetja. Na y-osi je prikazana verjetnost, da
bolnik zˇivi. Barve krivulj ustrezajo barvam skupin raka pljucˇ.
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V primerjavi z nasˇo metodo sta metodi z voditelji ter metoda hierarhicˇnega
razvrsˇcˇanja oba tipa bolnikov razvrstili na dve skupini (slika 4.22 in slika 4.23).
Slika 4.22: Razvrsˇcˇanje plosˇcˇatocelicˇnega raka pljucˇ z uporabo metode vodi-
teljev.
Slika 4.23: Razvrsˇcˇanje plosˇcˇatocelicˇnega raka pljucˇ z uporabo hierarhicˇne
metode.
Silhuetni koeficient za metodo z voditelji je v tem primeru malenkost
slabsˇi kot pri nasˇi metodi in znasˇa 0,75 (slika 4.24). Glede na Silhuetni
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graf (slika 4.25) se zdi, da ima metoda hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja priblizˇen
Silhuetni koeficient kot nasˇa metoda.
Slika 4.24: Silhuetni koeficienti pri iskanju optimalnega sˇtevila skupin za
metodo voditeljev.
Slika 4.25: Silhuetni graf pri hierarhicˇnem razvrsˇcˇanju.
Poglavje 5
Sklepne ugotovitve in bodocˇe
raziskave
Topolosˇka analiza podatkov se je v zadnjih cˇasih izkazala za zelo uspesˇna pri
odkrivanju informacij v kompleksnih biolosˇkih podatkih. Pri izdelavi magi-
strske naloge smo se odlocˇili, da na podatkih o genski izrazˇenosti rakavega
tkiva uporabimo metode, ki temeljijo na racˇunski topologiji. Cilj magistrske
naloge je bil, da z uporabo vztrajne homologije na omenjenih podatkih po-
skusimo dolocˇiti skupine v posameznem tipu raka in napovedati prezˇivetje
bolnikov v dobljenih skupinah. Podatki, ki smo jih analizirali, so vzeti iz
prosto dostopne podatkovne baze ICGC.
Glavna ideja je bila, da na podatkih o genski izrazˇenosti rakavega tkiva
postopoma gradimo Vietoris-Ripsove simplicialne komplekse ter racˇunamo
vztrajno homologijo, ki nam bo opisala ,,obliko” podatkov. Na podlagi
vztrajne homologije smo izrisovali vztrajne diagrame. Z nadaljnjo analizo
topolosˇkih znacˇilnosti dimenzije 0, prikazanih na vztrajnih diagramih, smo
tako uspesˇno naredili razvrstitev bolnikov na skupine. Nato smo z uporabo
metode Kaplan-Meier napovedali prezˇivetje bolnikov v skupinah.
Postopek smo ponovili za tri tipe raka, in sicer za rak prsi, rak jajcˇnikov
in rak pljucˇ. Tekom analize raka prsi smo ugotovili, da obstajata dva podtipa
tega raka. Z ocenjevanjem dobljenih rezultatov s Silhuetnim koeficientom in
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primerjanjem z drugimi metodami nenadzorovenega ucˇenja smo pokazali, da
je razvita metoda bila bolj uspesˇna. Rezultate je bilo potrebno tudi klinicˇno
ovrednotiti, kar zˇal ni bilo mozˇno zaradi pomanjkljivosti klinicˇnih podatkov
o bolnikih.
S topolosˇko analizo raka jajcˇnikov smo bolnike razvrstili na tri skupine.
Z uporabo metode voditeljev in metode hierarhicˇnega razvrsˇcˇanja smo v
primeru tega tipa raka dobili dve podskupini.
Za razliko od raka prsi in raka jajcˇnikov smo se v primeru pljucˇnega raka
odlocˇili za analizo enega od podtipov tega raka, in sicer za plosˇcˇatocelicˇnega
raka pljucˇ. Na ta nacˇin smo pokazali, da lahko isto metodo uporabimo tudi v
primeru odkrivanja podskupin v enem podtipu raka. Poleg tega smo dokazali,
da metoda uspesˇno deluje na visokodimenzionalnih podatkih. V primerjavi
z ostalimi metodami razvrsˇcˇanja, ki poskusijo dolocˇiti vzorec v podatkih,
nam topolosˇka metoda da ,,opis”, iz katerega lahko odkrijemo pomembne
informacije o podatkih. Vztrajna homologija, ki smo jo uporabljali v nasˇi
nalogi, uspesˇno eliminira sˇum v podatkih in ohranja pomembne informacije
iz podatkov.
Implementirana metoda je zelo fleksibilna in jo se da uporabiti na razlicˇnih
podatkovnih mnozˇicah ter v razlicˇnih metricˇnih prostorih.
5.1 Bodocˇe raziskave
Tekom implementiranja metode in analiziranja podatkov o genski izrazˇenosti
rakavega tkiva se je odprlo sˇe nekaj novih idej o bodocˇi raziskavi. V tem
delu bomo izpostavili dve najbolj zanimivi, katere bomo v prihodnje lahko
realizirali.
Topolosˇke znacˇilnosti dimezije 0 nam povedo sˇtevilo povezanih kompo-
nent (skupin), zaradi cilja magistrske naloge, tj. odkrivanja podskupin v
posameznem tipu raka, pa je bila nasˇa pozornost usmerjena samo na analizo
teh topolosˇkih znacˇilnosti. Ena izmed mozˇnih bodocˇih analiz bi bila inter-
pretacija topolosˇkih znacˇilnosti dimenzije 1 in 2. Na ta nacˇin bi lahko z
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nadaljnjo analizo teh topolosˇkih znacˇilnosti priˇsli do nekaterih pomembnih
informacij o bolnikih ter njihovem cˇasu prezˇivetja.
Bolj zanimiva mozˇnost bi bila uporaba implementirane metode na genih
in ne na bolnikih. Na ta nacˇin bi pridobili bolj natancˇen ,,opis”, kako se geni
med seboj povezujejo v skupine ter tako poskusili dolocˇiti funkcijo genov v
skupinah. Pri metodah genskega zdravljenja, igra dolocˇanje funkcije gena
zelo pomembno vlogo. To pokazuje, da bi bila implementirana metoda v
raziskovanju tega tipa uspesˇna.
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